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附录 数理统计和线性代数基础 

第一节 概率的基本定理 

一、概率加法定理 

若 2 个互斥事件 A 与 B 在 N 次试验中各出现了 nA与 nB次，那么它们的和事件 C（记为

A+B）在试验中出现了(nA+nB)次，这两事件的和 C 的概率为 
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因此 2 个互斥事件之和的概率等于 2 个事件的概率之和，称之为概率加法定理。加法定理还

可推广到 n 个两两互斥事件，即 n 个互斥事件和的概率等于 n 个互斥事件概率之和。 

例如，2 个纯合亲本 P1 和 P2 的基因型分别为 AA 和 aa，杂种 F1 的基因型为 Aa，杂种

F2 种 3 种基因型 AA、Aa 和 aa 的概率分别为
4

1 、
2

1 和
4

1 ，若 A 对 a 呈完全显性，求从 F2群

体中随机抽取一个个体表现为显性性状的概率为多少？因为个体的基因型为AA和Aa是两互

斥事件，又 A 对 a 呈完全显性，因此显性性状为 AA 和 Aa 这 2 种基因型之和，所以随机抽取

一株具有显性性状的概率 P(AA+Aa)=P(AA)+P(Aa)=
4

1 +
2

1 =
4

3 。 

二、条件概率和概率乘法定理 

对于事件 A 和 B，A（或 B）事件的概率不受 B（或 A）事件发生与否的影响，则称 A、B

二事件独立，否则称该二事件不独立。例如，田间有 20 株表现基本一致的小麦植株，其中 18

株结红粒，2 株结白粒，设甲和乙二人“从中任抽一株恰为白粒植株”的事件分别为 A 和 B。

分两种情况讨论 2 个事件的概率，一种是甲抽取放回后，乙再抽取，显然，这时事件 A 和事

件 B 发生的概率应相等，即 P(A)=P(B)=
10

1

20

2  ，因为和甲一样，乙仍是从同样的 20 株小麦
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中抽取，这时事件 A 的发生并不影响事件 B 的发生，因此 A 和 B 是独立的；另一种情况是，

甲抽到后不放回乙就抽取，这时由于事件 A 发生，田间还剩下 19 株，其中结白粒的只有 1 株

了，这时“乙从中任抽一株恰为白粒植株”的概率就等于
19

1 ，也就是说，事件 A 的发生影响

了事件 B 的发生时，称这两事件不独立。 

后一种情况实际上是在事件 A 已经发生的条件下，再来考查事件 B 的概率的。我们把

在事件 A 已经发生的条件下事件 B 发生的概率称为条件概率，记为 P（B|A）。对于任意两个

事件（不管独立与否）A、B，它们同时出现的概率 P(AB)等于 A 的概率 P(A)乘以在 A 已经发

生的条件下 B 之概率 P（B|A）；或等于 B 的概率 P(B)乘以在 B 已经发生的条件下 A 之概率 P

（A|B），即： 

P(AB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A|B)            [A-2] 

由[A-2]可得条件概率为： 
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例如，一随机交配群体中 3 种基因型 AA、Aa 和 aa 的频率分别为 P、H 和 Q，求交配

为 Aa×Aa 且子代基因型为 AA 的概率为多少？设交配类型 Aa×Aa 为事件 A，产生的 AA 子

代 基 因 型 为 事 件 B ， 而 P(A)=P(Aa) × P(Aa)=H
2 ， P(B|A)=

4

1 ， 根 据 [A-2] 有

P(AB)=P(A)P(B|A)=
2

4

1 H 。 

若事件 A 与事件 B 相互独立，我们有 P(B|A)=P(B)或 P(A|B)=P(A)，则这二事件同时发生

的概率 P(AB)等于事件 A 的概率 P(A)与事件 B 的概率 P(B)之乘积，即 

P(AB)=P(A)P(B)            [A-3] 
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第二节 离散型和连续型随机变量 

用 X 表示随机现象的各种结果，X 取不同的数值就表示不同的事件发生，但是 X 究竟取

什么值事先是不知道的，这样的变量称为随机变量。随机变量的取值都有确定的概率，根据

随机变量的取值情况，可以把它分为两类：如果它的取值是有限个或可数个（可以按一定顺

序一一列举出来），则称为离散型随机变量；如果它的取值为无穷不可数个，则称为连续型随

机变量。 

一、离散型随机变量的概率分布 

离散型随机变量 X 只能取有限个或可数个值，设它的可能取值是 x1，x2，…，xk，…，

为了完全描述随机变量 X，只知道它的可能取值是远远不够的，更重要的是要知道它取各个

值的概率，也就是要知道 )( 1xXP  ， )( 2xXP  ，…。设 

kk pxXP  )(    (k=1，2，…)         [A-4] 

则 X 的可能取值及相应概率可列成下表， 

表 A-1 离散型分布的概率分布表 

X x1 x2 … xk … 

P p1 p2 … pk … 

表 A-1 称为随机变量 X 的概率分布表，它清楚而完整地表示了 X 取值的概率分布情况。

离散型随机变量 X 有两个基本性质： 

（1） 0kp       (k=1，2，…)； 

（2） 1
1




k

kp  

对于（1），这是显然的，因为任何概率都具有非负性。对于（2），因为随机变量 X 取

遍所有可能的值时，就得到所有的基本事件，这些基本事件的和是一个必然事件。常见的两
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个概率分布（离散型）是二项分布和泊松（Poisson）分布。 

（1）二项分布。如果随机变量 X 的分布如下， 

P（X=k）= knkk
n qpC    (k=0，1，2，…，n，0<p<1，q=1-p) 

则称 X 服从二项分布（Binomial distribution）。这个分布也满足概率分布的两个基本性质： 

（1）P（X=k）=pk ≥0； 

（2）


n

k

kp

0

= 1)(
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


 n
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knkk

n qpqpC  

如果一个试验是由 n 次独立试验构成的（n 次独立试验是指各次试验的结果相互独立），

而单次试验中事件 A 发生的概率为 p (0<p<1)，不发生的概率为 q (q=1-p)，则在 n 次独立试验

中事件 A 发生 k 次的概率为 

P（A 发生 k 次）= knkk
n qpC   (k=0，1，2，…，n，0<p<1，q=1-p) 

如果用 X 表示在 n 次独立试验中事件 A 发生的次数，则随机变量 X 服从二项分布。再如

有一对等位基因 A 和 a，A 对 a 表现为显性，在亲本 AA 和 aa 杂交产生的 F2 群体中将产生两

种表现型，用 A-（由 AA 和 Aa 产生）和 aa 表示，频率分别为 0.75 和 0.25，在容量为 n 的一

个 F2 群体中，表现型 A-的个数服从二项分布。n=10 时，表现型 A-的个体数的概率分布如图

A-1 所示。 

（2）泊松（Poisson）分布。如果随机变量 X 的分布如下， 

P（X=k）=  e
k

k

!
      (k=0，1，2，…，λ>0) 

则称 X 服从泊松分布。图 A-2 给出 λ=1时泊松分布的概率分布。 
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二项分布，p =0.75，n =10
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图 A-1 p=0.75，n=10 时二项分布的概率分布 

Poisson分布，Lamda=2
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图 A-2 λ=2 时泊松分布的概率分布 

二、连续型随机变量 

研究随机变量，主要是了解它取值的统计规律。所谓随机变量 X 的统计规律，指的是它

在各种各样的范围内取值的概率。例如 )( axP  ， )( bxP  ， )( bxaP  等等，这里 a，b

是任意实数。对于随机变量，若存在非负可积函数 )(xp  )(  x ，对于任意的 a，b

（a＜b）都有 


b

a
dxxpbxaP )()(          [A-5] 
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则称X为连续型随机变量， )(xp 为随机变量X的分布密度，又称概率密度（Probability density）。

作为分布密度 )(xp ，由定义不难推知它有以下基本性质： 

（1） 0)( xp ； 

（2） 1)( 



dxxp ； 

（3）对任意随机变量的取值 a，  
a

a
dxxPaxP 0)()( ；而对于任意的 21 xx  ，有

)( 21 xxxP  = )( 21 xxxP  = )( 21 xxxP  = )( 21 xxxP  。 

下面介绍两个常见的连续分布。 

（1）均匀分布。若随机变量 X 的分布密度为 







 




其它。

时；当，

,0

)(

1 bxa

xp
ab

 

则称 X 服从[a，b]区间上的均匀分布（Uniform distribution）。对于任意满足 bdca  的 c

和 d，有 

)( dXcP  = 
d

c
dxxp )( = 

d

c
dx

ab

1
= )(

1
cd

ab



 

上式表明 X 取值于[a，b]中任一小区间的概率与该区间的长度成正比，而与该区间的位置无关。

在数值计算中，如果用 X 表示由于四舍五入小数点后第一位小数所引起的误差，则 X 可以看

作是一个服从[-0.5，0.5]区间上的均匀分布的随机变量。又如在[a，b]区间中随机投点，如果

用 X 表示点的坐标，则 X 也可以看作是一个服从[a，b]区间上的均匀分布的随机变量。 

（2）正态分布。若随机变量 X 的分布密度为 

)(xp ＝
2

2

2

)(

2

1









x

e    )0,( 2  x       [A-6] 
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则称 X 服从正态分布 ),( 2N ，简记为 ),(~ 2NX ， 称为正态分布的均值，
2 称为

正态分布的方差。均值为 0、方差为 1 的正态分布 N（0，1）又称为标准正态分布。实际中，

服从正态分布的随机变量是非常多的，例如测量误差、植物的高度、动物的体重、人的身长、

健康人的红血球数目、年降水量、月平均温度、海洋的波浪高度等等都服从正态分布，在概

率论和数理统计的理论研究和实际应用中正态随机变量起着特别重要的作用。 

曲线 )(xp 有以下特点： 

（a）曲线呈钟形，以 x 轴为渐近线（ x 时）（图 A-3A）； 

（b）曲线关于直线 x 对称（图 A-3A）； 

（c） x 时曲线达到最高点，  x 处有拐点（图 A-3A）； 

（d）正态分布的密度曲线与 x 轴之间的总面积等于１，而且曲线下介于 1xx  到 2xx 

（ 21 xx  ）之间的面积等于随机变量落入区间（x1，x2）的概率； 

（e）带有任意参数 μ，σ
2 的一个正态随机变量总可以通过变量替换






X
Y ，使之

变为分布密度为 2

2

2

1
x

e



 )(  x 的随机变量来研究，即标准正态分布。X 的

值落在区间 ],( x 上的概率刚好等于 Y 的值落在区间（－∞，


x
］上的概率。 

由（e）可以看出，正态随机变量 Y 的参数是 μ＝0，σ
2＝1，它是最简单的正态随机变量。根

据这个特点，只要借助于标准正态分布，带有任意参数 μ，σ2的正态分布随机变量落入某个范

围的概率就都可以计算出来。（e）中的变换





X
Y 在数据的标准化转换中有重要的应用。 

三、连续型随机变量的分布函数 

如果 X 为一连续型随机变量，其分布密度为 )(xp  (  x )，则分布函数为 
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 


x

dttpxXPxF )()()(  

)(xF 的数值等于概率密度曲线下区间 ],( x 上的面积。图 A-3B 给出几个正态分布的概率

分布函数曲线。分布函数在假设检验中有着广泛的应用。 

A. 正态分布的
概率密度函数
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B. 正态分布的
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图 A-3 正态分布的概率密度和概率分布函数 

四、随机变量的均值和方差 

随机变量的概率分布完整地描述了随机变量的取值规律，而且往往依赖于少数的几个参

数，这些参数称为随机变量的数字特征，于是确定了随机变量的数字特征，也就确定随机变

量的分布。 

（1）均值。随机变量的均值体现了随机变量取值的平均大小，均值又称数学期望或简

称期望（Expectation），离散型随机变量的均值为 







1

)(
k

kk pxXE          [A-7] 

连续型随机变量的均值为 





 dxxxpXE )()(          [A-8] 

（2）方差。随机变量的取值具有一定的偶然性，但它总是以确定的概率围绕着它的均
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值 E(X)取值，随机变量 X 与均值 E(X)的差 X-E(X)或大或小。已经知道随机变量的均值体现了

随机变量取值的平均大小，但是只知道均值的大小是不够的，有时还需知道随机变量取值如

何在均值周围变化，偏差 X-E(X)的大小是能够体现这一点的，它的大小反映了随机变量的取

值是比较集中或是比较分散。为了描述这种情况，我们采用偏差平方的均值来衡量，并称它

为随机变量 X 的方差（Variance），即 

222 )]([)()]([)( XEXEXEXEXV           [A-9] 

方差大则说明取值分散，方差小则说明取值集中。一些常用分布的均值和方差列于表 A-2。 

表 A-2 常用分布的概率函数、均值和方差 

分布 概率函数 均值 方差 参数的取值范围 

二项分布 P(X=x)=
xnxx

n qpC 
，（x=0, 1, 2, …, n） np npq 10  p ，q=1-p 

泊松分布 P(X=x)=
 e

x

x

!
 （x=0, 1, 2, …） λ λ λ>0 

均匀分布 p(x)=
ab

1  （ bxa  ） 
2

ab  
2

12
1 )( ab  b>a 

正态分布 p(ｘ)＝
2

2

2

)(

2

1









x

e    2   任意， 02   

（3）协方差。随机变量 X 和 Y 间的协方差定义为 

)()()()]}([)]({[),( YEXEXYEYEYXEXEYXCov     [A-10] 

如果 0),( YXCov ，称随机变量 X 和 Y 是相互独立的，此时， )()()( YEXEXYE  。 

第三节 极大似然估计和统计假设检验 

一、极大似然估计的定义 
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极大似然方法是统计中最重要、应用最广泛的方法之一，该方法最初由德国数学家 Gauss

于 1821 年提出，但未得到重视。R.A. Fisher 在 1922 年再次提出了极大似然的思想并探讨了

它的统计性质，从而导致了极大似然方法的广泛研究和应用。 

在概率统计中，概率密度函数 ),( Xf 是最常用的， 为分布参数，例如对于正态分布

来说， ),( 2  。当 已知时， ),( Xf 反映了密度函数怎样随 X 变化，当固定 X 而把

),( Xf 看成是 的函数时，概率函数又称为似然函数，它反映了 X 对 的解释能力，所以

概率函数和似然函数可以说是一回事，只是着眼点不同：前者是固定 而看成是 X 在样本空

间上的函数，后者则固定 X 而看成是 的函数。这种差别在统计上的意义如下：若把参数 和

样本 X 分别看成是“原因”和“结果”，定义了 的值，就完全确定了样本分布，也就确定了得

到种种结果（X）的机会的大小；从另一方面看，当有了结果（样本）X 时，可问“当参数 取

各种不同的值（原因）时，导致这个结果（X）的可能性有多大？”对这个问题的回答就引出

了似然函数的概念，由于统计推断是由样本推断参数，这种看法就可以作为极大似然统计推

断方法的哲理基础，基于每个参数值的“似然性”去进行统计推断这一原则，叫做似然原则

（Likelihood principle）。似然原则的一项重要应用是参数极大似然估计方法的提出。 

设总体 X 的分布密度函数为 ),( Xf ， 为待估计的分布参数，x1，x2，…，xn 是总体

X 的一个随机样本，则样本似然函数定义为 





n

i

in xfxxxL
1

21 ),();,,,(        [A-11] 

若 ),,,(ˆˆ
21 nxxx   是一个统计量，满足条件： 

)};,,,(sup{)ˆ;,,,( 2121  nn xxxLxxxL    

即 )ˆ;,,,( 21 nxxxL  是函数 );,,,( 21 nxxxL  的一个上确界，则称̂ 是 的极大似然估计。 
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按照上面对“似然性”的解释， 的极大似然估计 )(ˆ X 就是在已得样本 X 的情况下，似

然性最大的那个 值。̂ 的确定要解一个极值问题，有时求解极值问题很困难，不得不采用

数值方法或迭代方法（如 EM 算法，详见混合遗传模型一章）。在 ),,( 1 nxxX  为简单随机

样本而正态总体分布有概率密度函数 ),( Xf 时，似然函数为： 

 
 





n

i

n

i

x

i

i

exfXL
1 1

2

)(

]
2

1
[),();(

2

2






  

})(
2

1
exp{

)2(

1

1

2

22/2 



n

i

in
x 


 

);( XL 的对数（称为对数似然函数）在使用上较方便，极大似然估计可利用对数似然函数

等价地定义为： 

})(
2

1
)2ln(

2
sup{)};(sup{ln))(ˆ;(ln

1

2

2

2 



n

i

ix
n

XLXXL 


  

极大似然估计一般通过求解似然函数的偏导并令偏导数等于零来获得，称方程 

0
);(ln








XL
 

为似然方程。当 ),( Xf 为正态分布的概率密度函数时，似然方程是： 

0)(
1ln

1
2








n

i

ix
L




 

0
2

)(
2

1ln
2

1

2

42






 




n
x

L n

i

i  

由这两个方程求解 和
2 ，从而有： 
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



n

i

in

n

i

in
xx

1

212

1

1 )ˆ(ˆ,ˆ   

统计上还可证明 ̂ 是 的无偏估计，而
2̂ 是有偏的，即： 

 )ˆ(E ，
22

1

2 )ˆ(  
n
nE  

因此在生物统计中，将 



n

i

in
xX

1

1 作为均值的估计，并称为样本均值；S
2
=VX= 






n

i

in
xx

1

2

1
1 )(

作为方差的估计值，被称为样本方差，它是
2 的无偏估计。 

二、极大似然估计的统计性质 

以下只给出极大似然估计的一些统计性质，具体证明请参照有关数理统计方面的专著。 

定理 1 设 ),,( 1 nxxX  是来自总体{ ),( Xf ，  }的样本，Ｔ是 的充分统计量，

如果 的极大似然估计存在，则它是Ｔ的函数。 

定理 2 如果 Rao-Cramer 不等式中的条件成立，Ｔ是 的有效估计，则似然方程具有唯

一解Ｔ，同时Ｔ也是极大似然估计。 

定理 3 设母体的分布函数为 ),( Xf ， 是在某个开区间上取值的实参数（单参数

情形），且满足一定的条件（略），则： 

（1）似然方程当 n 时，其概率趋近于 1 存在一致性解； 

（2）似然方程的一致性解渐近于正态分布 )
)(

1
,(




nI
N 。 

显然，定理 3 中的结论（2）可用于估计极大似然估计的方差。 
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三、样本均值、方差和协方差的估算 

（1）利用简单随机样本的估计。设 x1，x2，…，xn是总体 X 的一个简单随机样本，y1，

y2，…，yn是总体 Y 的一个简单随机样本，则总体 X 和总体 Y 的均值和方差的估计值分别为： 





n

i

in
xX

1

1 ， 





n

i

inX XxV
1

2

1
1 )(  





n

i

in
yY

1

1 ， 





n

i

inY YyV
1

2

1
1 )(  

总体 X 和总体 Y 间的协方差的估计值为 







n

i

iinXY YyXxYXCovCov
1

1
1 ))((),(  

方差估计值的平方根又称标准差（Standard deviation），即 XX VSD  。 

（2）利用总体数据的估计。如果 x1，x2，…，xn 包含了总体 X 的所有的取值，取值频

率分别为 f1，f2，…，fn，则均值和方差的估计值为： 





n

i

ii xfX
1

，
2

1

2

1

2)( XxfXxfV
n

i

ii

n

i

iiX  


      [A-12] 

类似地，如果 x1，x2，…，xn 包含了总体 X 的所有取值，y1，y2，…，yn 包含了总体 Y

的所有取值，频率分别为 f1，f2，…，fn，则 X 和 Y 间协方差的估计值为 





n

i

iii

n

i

iiiXY YXyxfYyXxfYXCovCov
11

))((),(       [A-13] 

上述均值和方差的估计值在数量遗传中的应用十分广泛，使用时，一定要区分清楚所采

用的数据是一个样本，还是总体本身。 

（3）均值方差的估计。均值的方差一般用样本方差除以样本量估计，即， 
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n

V
V X

X
  

在尺度检验时，常要估计平均数的方差。 

四、似然比检验 

极大似然法的一大优点在于对参数模型给出一种统一的检验方法，即似然比检验

（Likelihood ratio test，LRT），并且检验统计量在一般条件下有统一的渐近
2 分布，因而实

际中得到广泛应用。其应用条件是：若一个模型是另一个模型的特殊情形，则可利用似然比

检验来比较这个模型与另一个模型是否有显著差异。假定某一模型(用 H1 表示)与它的特例模

型(用 H0表示)相差 k 个独立的限制条件(或相差 k 个可估遗传参数)，那么似然比统计量 λ渐近

服从自由度为 k 的
2 分布，即 

2

)(01 ~)]ˆ;()ˆ;([2 kXLXL      [A-14] 

其中 1̂ 和 0̂ 分别是 H1和 H0 下模型参数的极大似然估计值， L 是对数似然函数。 

五、分布的适合性检验 

在主基因和多基因混合遗传分析中，通过 AIC 准则选择一个至几个较低 AIC 值的模型

或确定混合分布中成分分布个数后，育种工作者关心的是所选择模型是否能解释所获得的遗

传数据，或者说期望分布与观测分布间是否一致，这就需进行进一步的检验，这种检验称为

适合性检验（Test of fitness）。适合性检验的常用方法包括均匀性检验、Smirnov 检验和

Kolmogorov 检验，共有五个统计量： 2
1U 、 2

2U 、 2
3U （均匀性检验）、 2nW （Smirnov 检验）

和 nD （Kolmogorov 检验），前三者是对分布的某一数字特征进行检验，即检验分布的平均数、

二阶原点矩和二阶中心矩，后两者是对分布整体进行检验，因此，后两者比前三者的功效更

高。 

（1）均匀性检验。设 F(x)为概率分布函数，x1，x2，…，xn 为样本观测值。若 F(x)与总

体分布间无显著差异，则 F(x)是[0，1]上的均匀分布，利用自由度均为 1 的
2 统计量

2

1U 、
2

2U
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和
2

3U 分别检验 F(xi)的平均数是否等于
2
1 ，二阶原点矩是否等于

3
1 ，二阶中心矩是否等于

12
1 ，

以达到检验 F(x)是否是均匀分布的目的： 

2

1

22

1 ~]
2

)([
12

  ki

n
xF

n
U   

2

1

222

2 ~]
3

)([
4

45
  ki

n
xF

n
U   

2

1

222

3 ~}
12

]
2

1
)([{

180
  ki

n
xF

n
U   

其中 F(x)是 )( ixxP  ，即 ixx  的概率；若总体为 k 个分布的混合，则为



k

t

itt xxP
1

)( 。 

（2）Smirnov 检验。记 )(* xFn 为经验分布函数，按观测值数值大小顺序排成 )1(x ，

)2(x ，…， )(nx ，称其为顺序统计量； )(0 xF 为通过模型得到的总体分布，即期望分布。Smirnov

（1938）提出利用统计量 









2

)(0

2

0

2 ]
5.0

)([
12

1
)()]()([

n

r
xF

n
xdFxFxFnnW rn  

作适合性检验，并证明了
2nW 的极限分布。Marshall（1958）证明了

2nW 达到它的极限分布

的速度非常快。当 n＝3 时，
2nW 已接近它的极限分布。一些显著水平下的临界值列于表 A-3。 

表 A-3 Smirnov 检验统计量 2nW 的临界值表 

  0.10 0.05 0.01 0.001 

临界值 0.347 0.461 0.743 1.168 

（3）Kolmogorov 检验。Kolmogorov (1933)提出适合性检验的另一统计量 nD ： 

|)()(|max|)()(| 0

*

0

* xFxFxFxFSupD n
x

nn 


 

|})()(
~

||,)()(
~

{|max )(0)1(

*

)(0)(

*

1
iiniin

ni
xFxFxFxF  


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其中 ni 1 ， nixF in /)(
~

)(

*  。当样本量 n 较小时，其临界值通过查表 A-4 获得；当 n 大于

10 时， nDn /358.105.0,  ， nDn /628.101.0,  。 

表 A-4 Kolmogorov 检验统计量 nD 的临界值表 

  0.90 0.75 0.50 0.25 0.10 0.05 0.01 

D  0.575 0.678 0.830 1.02 1.23 1.36 1.63 

六、遗传数据的数据变换 

在主基因和多基因混合遗传分离分析方法的导出过程中，有一个很重要的假定，即认为

同质遗传群体为单一正态分布，而分离群体为多个正态分布的混合。因此实际应用中应对这

一假设进行检验，采用的方法是看亲本和 F1 这些非分离群体是否服从正态分布，如果亲本和

F1 经适合性测验具有正态分布，那么我们一般认为在主基因和多基因混合遗传模型下分离群

体服从正态混合分布，不需要做数据变换；否则，应考虑遗传数据的一些分布特征而采用适

当的变换，以满足分析过程中正态性和正态混合性的假定。常用的变换方法有以下几种。 

（1）平方根变换 xy  。如果 X 服从泊松分布，这时分布的方差等于分布的期望（即

 2
），则做平方根变换后的分布接近于正态分布。一些取值较低的百分数数据（0<x<20%）

或处理平均数与均方成比例的数据，也可以用平方根变换后进行分析，但当 x 都很小时，变

换 xy  又会使方差发生变化，这时采用 5.0 xy 较为合适。 

（2）反正弦变换 xy 1sin  。如果 X 服从两项分布，这时 )1(2   ，则反正

弦变换后的分布接近于正态分布。注意这时二项分布的数据是以百分数来表示的。 

（3）对数变换 xy log 。如果变量的方差与处理平均数的平方成比例时，可做对数变

换。如果变量包含有 0 值，可考虑采用 )1log( xy  。在生物学研究中，有些连续性变量在

小值方向的变动有限（如不小于 0），在大值方向却可以有较大的变异，因而可以期望是以左

偏分布，并且各处理均方随平均数的增加而增加，则做对数变换也可以改进数据的正态性。 



 17 

(4) Cox-Box 变换。设
















0,log

0,
1








x

x

y  

其中 λ为待定参数。常见的估计参数 λ方法有 Atkinson 估计和极大似然估计。 

第四节 矩阵理论及其应用 

一、矩阵理论 

（1）矩阵的定义。若有 nm 个元素（Element） ),,2,1;,,2,1( njmiaij   排成 m

行 n 列，即 



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

则称之为一 m 行 n 列（或 nm 阶）矩阵（Matrix），常用 A、 nmA 或 nmija ][ 表示。当一个

矩阵的行列数相等时，该矩阵又称为一个方阵（Square matrix）。例如，



















63

52

41

A 为一 23

阶矩阵， 









20

31
B 为一 2 阶方阵。 

当一个矩阵的行数为 m、列数为 1 时，又称为一个 m 维向量（Vector）。如果一个方阵

除对角线上的元素外均为 0，则称该方阵为一对角阵（Diagonal matrix），记为 





















n

n

d

d

d

ddddiag











00

00

00

),,,(
2

1

21D  

如果一个对角阵的对角元素均为 1，则称为单位矩阵（Identity matrix），常用 I 表示。 
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（2）矩阵的相等。有两个同阶矩阵，设 nmija  ][A 和 nmijb  ][B ，如果一切对应元素

均相等，即 ),2,1;,,2,1( njmiba ijij   ，则称矩阵 A 和矩阵 B 相等，记为 A=B。 

（3）矩阵的加减法。两个同阶矩阵可以相加减，设 nmija  ][A 和 nmijb  ][B ，则， 

nmijij ba  ][BAC  

nmijij ba  ][BAD  

例如，



















63

52

41

A 和





















15

21

20

B ，则 











































58

33

61

1653

2512

2401

BAC  













































72

71

21

1653

2512

2401

BAD  

矩阵的加法满足交换律和结合律，即 A+B=B+A，A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C。 

（4）矩阵与常数相乘。设 nmija  ][A 为一 nm 阶矩阵，λ为常数，则规定 λ 与 A 的

乘积为 nmija  ][A 。容易证明矩阵与常数相乘时满足： 

AAA   )( ， BABA   )(  

（5）矩阵的乘法。当矩阵 A 的列数等于矩阵 B 的行数时，还可定义矩阵间的乘法。

nmija  ][A 为一个 nm 阶矩阵， pnjkb  ][B 为一个 pn 阶矩阵，则 A 与 B 的乘积为一个
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pm 阶矩阵，记为 pmikc  ][ABC ，其中 



n

j

jkijik bac
1

。例如，



















63

52

41

A 为一个 23

阶矩阵， 









23

01
B 为一个 2 阶方阵， 










5.1

5.0
x 为一 2 维向量，则 AB 为一个 23 阶矩阵，

Ax 为一 3 维向量，即 











































1215

1013

811

260336)1(3

250235)1(2

240134)1(1

AB  











































5.10

5.8

5.6

5.165.03

5.155.02

5.145.01

Ax  

矩阵乘法不满足交换律，但满足结合律和分配律，即： 

AB≠BA，(AB)C=A(BC)=ABC，A(B+C)=AB+AC 

（6）矩阵的转置。设 nmija  ][A 为一个 nm 阶矩阵，将它的行列交换，则变成一个 mn

阶矩阵，称该矩阵为 A 的转置（Transposition），记为 'A 或
T

A 。例如， 



















63

52

41

A ， 









654

321
'A  

若 A 为一方阵，并且有 AA ' ，则称 A 为对称矩阵（Symmetric matrix）。例如











23

31
B 为一对称矩阵。对于乘积矩阵的转置有 '')'( ABAB  。 

（7）逆矩阵。设 nnija  ][A 为一个 n 阶方阵，如果它是非奇异的（其行列式不为 0，

即 0A ），则存在唯一的一个 n 阶方阵 A
-1，使得 A

-1
A=AA

-1
=I，则称 A

-1 为 A 的逆矩阵。
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例如， 









43

21
A ， 03241 A ，有唯一 














5.05.1

0.10.2
1

A ，使得 A
-1

A=AA
-1

=I。 

对于乘积矩阵的逆矩阵有
111)(   ABAB 。 

二、最小二乘估计的矩阵形式 

数量遗传学研究中使用的模型多为线性模型，最小二乘法是估算线性模型中有关参数的

一个有效方法，因此是数量遗传学研究中的基本方法之一。 

（1）最小二乘估计的基本原理。考虑一个线性模型 

exbxbxbby nn  22110             [A-15] 

这个模型依赖于 n+1 个参数 b0，b1，…，bn，一般来说这些参数事先是不知道的，要解决的

问题是根据 m 组观测值（yi，xi1，xi2，…，xin）（i=1，2，…，m）将它们估计出来，即： 

1112211101 exbxbxbby nn    

2222221102 exbxbxbby nn    

… 

mmnnmmm exbxbxbby  22110  

在此线性模型中，b0 称为回归截距，bj（j=1，2，…，n）称为回归系数，ei（i=1，2，…，m）

为剩余误差。一般来说有 nm  。定义离差（即剩余误差）平方和 Q 为 





m

i

inniii

m

i

i xbxbxbbyeQ
1

2

22110

1

2 )]([   

则称使得 Q 最小的估计值为最小二乘估计，最小二乘估计可从方程组 0




jb

Q
（j=0，1，2，…，
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n）求得。若记 





















m

m

y

y

y


2

1

1y ，





















mnm

n

n

nm

xx

xx

xx









1

221

111

)1(

1

1

1

X ， 





















n

n

b

b

b


1

0

1)1(b ，





















m

m

e

e

e


2

1

1e  

则以上线性模型可用矩阵形式表示为 

eXby              [A-16] 

X 称为设计矩阵或发生矩阵（Design matrix 或 Incidence matrix）。可以证明参数向量 b 的最小

二乘估计满足以下正规方程 

yXXbX ''   

如果 XX' 的逆矩阵存在，则 b 的最小二乘估计 b̂ 为 

yXXXb ')'(ˆ 1          [A-17] 

（2）加权最小二乘估计。如果以上线性模型中，每一组观测数据（yi，xi1，xi2，…，xin）

（i=1，2，…，m）所占的比重是不同的，也就是说每一组数据的误差 ei的方差
2

i 是不同的，

为了得到各参数的理想的最小二乘估计，就需要把各组观测数据变换为等方差数据。为此，

只要把各组数据除以各自的标准差 i 即可，由变换后的数据得到的最小二乘估计称为加权最

小二乘估计。记 W 为方差的倒数构成的对角阵，即 
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





















2

2
2

2
1

1

1

1

22

2

2

1

00

00

00

)
1

,,
1

,
1

(

m

m

diag

















W  

则加权最小二乘估计的正规方程为 

WyXWXbX ''   

三、世代矩阵 

（1）自交后代的基因型频率。近亲繁殖在动植物育种上有重要地位，以植物上的自交

为例，假定某一基因位点有两个等位基因 A 和 a，三种基因型 AA、Aa 和 aa，在自交过程中，

纯合体 AA 和 aa 的后代与亲代有相同的基因型，杂合体 Aa 产生出
2
1 的纯合体和

2
1 的杂合体。

现以 f1表示群体中纯合体的频率，f2 表示杂合体的频率，上标(i)表示繁殖的代数，假定基因型

间不存在选择（不同基因型有相同的生存力和繁殖力），则繁殖一代后的纯合体的频率
)1(

1f 和

杂合体的频率
)1(

2f 分别为： 

)0(

22
1)0(

1

)1(

1 fff  ，
)0(

22
1)1(

2 ff   

记 









)0(

2

)0(

1)0(

f

f
f ， 










)1(

2

)1(

1)1(

f

f
f ， 










2
1

2
1

0

1
T ，则有：

)0()1(
Tff  。因此繁殖 m 代后

有：
)0()(

fTf
mm  。T 称为世代矩阵（Generation matrix）或转移矩阵（Transition matrix）。 

对于阶数较大的方阵 T，要得到 T
m 不是很容易，而对角阵的 m 次方却容易算得，即 

),,,( 21 ndiag  Λ ， ),,,( 21

m

n

mmm diag  Λ  

数学上已证明对于任意 n 阶方阵 T，存在一个可逆矩阵 nnijc  )(C ，使得
1

CTC 为一对角阵，

即 
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),,,( 21

1

ndiag  
ΛCTC ，或 ΛCCT  

对角元素 λ 由特征方程（Characteristic equation） 0)(  IT  确定，称为矩阵 T 的特征根

（characteristic roots or eigenvalues）。在上面的例子中，特征方程为 

0))(1(
0

1
)(

2
1

2
1

2
1





 




IT  

从而得到两个特征根 λ1=1， λ2= 2
1 。由 ΛCCT 得到一个 










10

11
C ，其逆矩阵








 


10

11
1

C 。如果设 Cfg  ，则有 

)0()0(1)0()1()1(
ΛggCTCCTfCfg  

 

因此 








 




































)0(

22
1

)0(

2

)0(

1

)0(

2

)0(

1

2
1

)0(

2
1

)0()(

)(10

11

)(0

01

)(0

01

f

ff

f

f
tmm

mm
CfgΛg  








 








 







 
 

)0(

22
1

)0(

22
1)0(

2

)0(

1

)0(

22
1

0

2

)0(

1)(1)(

)(

)(

)(10

11

f

fff

f

ff
m

m

m

mm
gCf  

（2）重组近交家系群体中的重组率。设有两个基因位点（A-a 和 B-b）间一次交换的重

组率为 r，两亲本的基因型假定为 AABB 和 aabb，由二者杂交产生的 F2 群体经连续自交产生

的重组近交家系群体（RIL，recombination inbred lines）中有 4 种基因型 AABB、AAbb、aaBB

和 aabb，有两种是亲本基因型，另外两种是重组型。如果在 RIL 产生的过程中不存在选择，

则 4 种基因型的比例可用 )1(
2
1 R ， R

2
1 ， R

2
1 和 )1(

2
1 R 表示，其中 R 表示 RIL 群体中的重

组率，RIL 产生的过程中有多于一次的交换机会，因此一般说来有 rR  。 

设杂交从 AABB×aabb 的 F1 代开始，在以后的自交世代中，有 9 种可能的基因型，这些

基因型可分为 5 类：（1）AABB 和 aabb，（2）AAbb 和 aaBB，（3）AABb、aaBb、AaBB 和
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Aabb，（4）AB/ab 和（5）Ab/aB，各类中不同基因型的频率相等。从各类基因型产生的配子

类型可以发现世代矩阵 T 为 
















































3323

3222

2

2
12

2
1

2

2
12

2
1

2
1

2

2
12

2
1

4
1

2

2
12

2
1

4
1

)1(000

)1(000

)1(2)1(200

)1(10

)1(01

QO

RI
T

rr

rr

rrrr

rr

rr

 

其中 I、R、O 和 Q 为矩阵 T 的分块矩阵。随机过程中，类型（1）和（2）称为吸收态（Absorbing 

states），一旦进入，将不会再转移到其它状态；类型（3）、（4）和（5）称为瞬时态（Transient 

states）。利用随机过程的有关理论可以证明，最终由类型 j+2（j=1，2，3）（瞬时态）进入类

型 i（i=1，2）（吸收态）的概率由矩阵 

1)( QIR  

中的元素（i，j）表示。 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

一次交换的重组率

重
组
率

F2世代

RIL(自交)

RIL(全同胞交配)

 

图 A-4 不同群体的重组率 

群体 F1 中只有类型（4），经计算可得由 F1 中的类型（4）进入类型（1）的概率为
r21

1


，

进入类型（2）的概率为
r

r
21

2


。因此得到通过 F2 连续自交的 RIL 的重组率 R 为 
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r

r
R

21

2


             [A-18] 

同样的原理可以得到通过全同胞交配的 RIL 的重组率 R 为 

r

r
R

41

6


  

图 A-4 给出 F2 群体、自交 RIL 群体和全同胞交配 RIL 群体中的重组率。 

第五节 随机向量和随机矩阵 

一、随机向量和随机矩阵 

矩阵代数是分析线性模型的有力工具，用 x 表示由 n 个随机变量构成的列向量，称为随

机向量（Random vector），即 

]',,,[ 21 nxxx x  

有时我们需要构建一个 x 的线性组合随机变量 z，即 

xa'z 


n

i

ii xa
1

 

其中 a 为一常数向量。用 x 表示由 n 维随机向量，用 y 表示由 m 维随机向量，记 )(xVx Cov ，

),( yxVxy Cov ，则： 

aVa'xa' x)(V  

bVa'yb'xa' xy),(Cov  

通过常数矩阵 nkA 还能构建一个 k 维随机变量向量 xAy nk 。一般地，对于由 kn 个

随机变量构成一个 kn 阶随机矩阵（Random matrix）X，通过矩阵 nmA 和 lkB ，构建出另

一个 lm 阶随机矩阵 Y， 
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lkknnmlm   BXAY  

随机矩阵 X 的期望矩阵等于各元素期望值构成的矩阵表示，则对两个同阶的随机矩阵 X

和 Z，有 

)()()( ZXZX EEE   

对 lkknnmlm   BXAY 有 

BXAY )()( EE   

二、二次型 

对 n 维向量 x 和 n 阶方阵 A， Axx' 为一常数，即 


 


n

i

n

j

jiij xxa
1 1

Axx'  

称 Axx' 为二次型（Quadratic form 或 Quadratic product）。二次型的更一般形式为 Ayx' ， 

11)(  mmnn yA'xAyx'  

对二次型 Ayx' 有 

xA'y'Ay)'(x'Ayx'   

记 )(xμx E ， )(xVx Cov ， )(yμy E ， )(yVy Cov ， ),( yxVxy Cov ，则： 

xx Aμ'μAVAxx'  )(tr)(E  

yxxy Aμ'μAVAyx'  )(tr)(E  
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xxxx AμAV'μAVAxx' )(4)(tr2)( 2 V  

xxAμVAxx'x 2),( Cov  

xxxxx BμAVμBVAVBxx'Axx' )'(4)(tr2),( Cov  

其中 )(Mtr 表示方阵 M 的迹 iiM ，即 M 的对角元素之和。 

仍用 x 表示 n 维随机向量，V 表示 x 的协方差矩阵，即 

jiijjiij VxxCovxxCovV  ),(),(  

则线性组合随机变量   xc'kk xcy 的方差为 


 


n

i

n

j

jjii

n

j

jj

n

i

ii xcxcCovxcxcCovyV
1 111

),(),()( Vcc'  

对线性组合随机变量 xa' 和 xb' ，协方差为 

Vba'xb'x,a' )(Cov  

记 ),( xxV Cov ，则线性组合随机向量 11   nnll xAy 和 11   nnmm xBz 的协方差矩阵

为 

AVB'BxAx,zy,  )()( CovCov  

三、多元正态分布 

考虑 n 个独立的正态随机变量， ),(~ 2

iii Nx  （i=1，2，…，n），它们的联合概率密

度函数 )(xp 是所有一元概率密度函数的乘积，即 



 28 

}
2

)(
exp{)2(]

2

1
[)(

1
2

2

1

2/

1

2

)(
2

2









 


n

i i

ii
n

i

i

n
n

i

x

i

x
ep i

ii












x  

我们记 
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
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
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




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),,,(

n

ndiag

















V ，





















n






2

1

μ ，





















nx

x

x


2

1

x  

则有： 





n

i

i

1

2V  




 


n

i i

iix

1
2

2
1 )(

)()'(



μxVμx  

因此联合概率密度函数 )(xp 还可用矩阵表示为 

)}()'(
2

1
exp{)2(),,()( 12/12/

μxVμxVVμxx  npp   

一般地，x 中的元素可能是相关的，上式中的对称相关矩阵不一定是对角阵，x 的联合

概率密度函数仍用上面的公式表示，称 X 服从多元正态分布（Multivariate normal distribution），

记为 

),(MVN~ VμX n  

第六节 线性模型和方差分析 

这里用两元素（用 A 和 B 表示）的因子设计说明方差分析中的线性模型，假定因素 A

有 m 个水平，因素 B 有 n 个水平， ijky 表示因子组合 jiBA 下的第 k 个观测值。 

一、线性模型的建立 
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用 ij 表示因子组合 jiBA 的理论值，则观测值 ijky 可先分解为 

ijkijijky    

其中 ijk 为试验误差，相互间独立，且服从均值为 0、方差为
2

 的正态分布，即 ),0(~ 2

 Nijk 。

进一步，设定： 


 


m

i

n

j

ij
mn 1 1

1
 ， 



 
n

j

iji
n 1

1
 ， 



 
m

i

ijj
m 1

1
  

可以看出， 即所有组合的平均数， i 为因素 A 的第 i 个水平的平均数， j 为因素 B 的第

j 个水平的平均数。设定因子水平 Ai的效应值为   iia ，Bj的效应值为    jjb ，

显然因子 A 的所有效应值之和为 0，因子 B 的所有效应值之和也为 0，因子组合 jiBA 的理论

值 ij 可进一步分解为 

])[( jiijjiij baba    

上式中， )(  ij 为组合 jiBA 的效应值，因此 ])[( jiij ba  为组合 jiBA 的效应值减

去 Ai 和 Bj的效应值，它衡量的是 Ai 和 Bj搭配时的互作效应，用符号 ijab)( 表示。容易验证 

0)()(
11




n

j

ij

m

i

ij abab  

根据试验材料的不同，模型[A-11]的效应可以是固定的，称为固定模型（Fixed model）；

也可以是随机的，称为随机模型（Random model）；当然还会出现有些效应是固定效应，有些

效应是随机效应的情形，称为混和模型（Mixed model）。判断模型中的效应应该视为固定的

还是随机的，可借助以下两个原则。 

（1）当因子的水平是完全可以控制的时候，因子效应视为固定效应；当因子的水平不

是完全可以控制的时候，因子效应视为随机效应。 
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（2）当试验个体是人为指定的时候，我们不一定要把结论推广到试验群体以外的其它

群体，这时试验个体的效应为固定效应；当试验个体是随机挑选的一个样本的时候，我们希

望从样本推断总体的性质，试验个体的效应为随机效应。 

这样就得到固定效应线性模型的完整表述： 

ijkijjiijk abbay   )(          [A-19] 

0
11




n

j

j

m

i

i ba ， 0)()(
11




n

j

ij

m

i

ij abab  

),0(~ 2

Aia ， ),0(~ 2

Bjb ， ),0(~)( 2

ABijab ， ),0(~ 2

 Nijk  

其中 mi ,,1 表示因子 A 的第 i 个水平， nj ,,1 表示因子 B 的第 j 个水平， rk ,,1

表示第 k 个重复。 

在随机模型中，各效应不再是一个数值，而是一个随机变量。随机效应线性模型的完整

表述为： 

ijkijjiijk abbay   )(          [A-20] 

),0(~ 2

Aia ， ),0(~ 2

Bjb ， ),0(~)( 2

ABijab ， ),0(~ 2

 Nijk  

二、线性模型的方差分析 

固定模型[A-11]和随机模型[A-12]有相同的自由度分解和平方和的分解，因此也有相同

的均方，所不同的是期望均方这一项（表 A-5）。表 A-5 中平方和的计算如下。设： 


  


m

i

n

j

r

k

ijkmnr
yy

1 1 1

1 ， 


 
r

k

ijkrij yy
1

1 ， 


 

 
n

j

r

k

ijknri yy
1 1

1 ， 
 

 
m

i

r

k

ijkmrj yy
1 1

1  
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则从平方和可分解为 

SST=
  


m

i

n

j

r

k

ijk yy
1 1 1

2)( =SSA+SSB+SSAB+SSE 

其中 

SSA= 


 
m

i

i yynr
1

2)( ，SSB= 


 
n

j

j yymr
1

2)( ， 

SSAB= 
 

 
m

i

n

j

ij yyr
1 1

2)( ， SS =SST-SSA-SSB-SSAB 

表 A-5 中均方由平方和除以自由度获得。根据表 A-5 中的期望均方，对固定模型来说，

各方差的估计量分别为： 

)( A
12

A  MSMS
nr

  

)( B
12

B  MSMS
mr

  

)( AB
12

AB  MSMS
r

  

 MS2
 

方差
2

A 、
2

B 和
2

AB 显著性检验的 F 统计量分别为： 

)]1(),1[(~A
A  rmnmF

MS

MS
F



 

)]1(),1[(~B
B  rmnnF

MS

MS
F


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)]1(),1)(1[(~AB
AB  rmnnmF

MS

MS
F



 

表 A-5 两因子试验设计的方差分析 

方差来源 自由度 平方和 均方 
期望均方 

固定模型 随机模型 

因子 A m-1 SSA MSA= SSA/(m-1) 
22

A  nr  22

AB

2

A   rnr  

因子 B n-1 SSB MSB=SSB/(n-1) 
22

B  mr  
22

AB

2

B   rmr  

A×B (m-1)(n-1) SSAB MSAB=SSAB/[(m-1)(n-1)] 
22

AB  r  22

AB  r  

随机误差 mn(r-1) SS  MS = SS /[mn(r-1)] 
2

  
2

  

对随机模型来说，各方差的估计量分别为： 

)( ABA
12

A MSMS
nr

  

)( ABB
12

B MSMS
mr

  

)( EAB
12

AB MSMS
r

  

 MS2
 

方差
2

A 、
2

B 和
2

AB 显著性检验的 F 统计量分别为： 

)]1)(1(),1[(~
AB

A
A  nmmF

MS

MS
F  

)]1)(1(),1[(~
AB

B
B  nmnF

MS

MS
F  



 33 

)]1(),1)(1[(~AB
AB  rmnnmF

MS

MS
F



 

其它试验设计的线型模型和方程分析表可参照上述过程去建立。 


